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Life is not complex. We are complex. Life is simple, and the simple thing
is the right thing. ―Oscar Wilde. 人生は複雑ではない。私たちの方が複雑だ。
人生はシンプルで，シンプルなことが正しいことなのだ。
１ はじめに
第２種のベータ分布の拡張として与えられる第２種の一般化ベータ分
布は，所得分布を表す分布としてMcDonald（１９８４）で提案されたもの
である。もともとは所得分布を表す分布として提案されたものであるが，
近年，その他の領域にも応用が広がっている。その全てをあげることは
できないが，その一部を取り上げると，非常に最近の論文として回帰に
用いているJones et al.（２０１３）がある。そして，質的従属変数モデルに
応用したMcDonald（１９９６）がある。一方，金融時系列に対しては
GARCHモデルに応用したWang et al.（２００１），最近ではHarvey（２０１３）
およびCaivano and Harvey（２０１３）がある。
また，McDonlad and Xu（１９９５）は，第２種の一般化ベータ分布お
よび第１種の一般化ベータ分布を包含する一般化ベータ分布（GB）を
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提案している。本論文では，第２種の一般化ベータ分布および一般化
ベータ分布について，その種々の性質について説明する。また，近年の
数値計算能力の向上で多くのことが可能になったので，数値計算を利用
した計算についても述べることとする。
以下に本論文の構成を述べる。まず，次節では，所得分布を表わす分
布について説明する。そして，３節ではジニ係数の計算について説明す
る。４節では，乱数の生成について論じて，５節では，今後の課題につ
いて述べる。
２ 所得分布を表わす分布
所得分布を表わす分布には多くの種類があるが，後で見るように代表
的な所得分布は一般化ベータ分布で包含することができる。本ノートで
取り上げるのは下記の分布になる。
●３パラメータ：Singh-Maddala分布，第２種のベータ分布，Dagum
分布，一般化ガンマ分布
●４パラメータ：一般化ベータ分布（第１種および第２種）
●５パラメータ：一般化ベータ分布
Kleiber and Kotz（２００３）がこうした分布に対して詳細な説明を与え
ている。
本論文では，第２種の一般化分布に関連する分布として，Singh-
Maddala分布，第２種のベータ分布，Dagum分布，一般化ガンマ分布
（３パラメータ），第１種および第２種の一般化ベータ分布（４パラメー
タ）そして一般化ベータ分布（５パラメータ）を扱うこととする。以下
に，それぞれの分布の性質を述べることとする。
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２．１ ３パラメータの分布
２．１．１ Singh-Maddala分布SM（a，b，q）
Singh-Maddala分布はSingh and Maddala（１９７６）によって提案され
た所得分布を推定するために用いられる代表的な分布である。以下の３
つのパラメータa＞０，b＞０，q＞０．を持ち，分布関数と密度関数は以
下のものを持つ。
分布関数：
F（x）＝１－［１＋（xb）
a］－q，x＞０． ⑴
確率密度関数：
f（x）＝
aqxa－１
ba［１＋（x／b）a］１＋q，x＞０． ⑵
となる。推定は，最尤法のほか，非線形最小２乗法を使って推定できる
のが一つの長所である。
また，Atoda et al.（１９８８）およびTachibanaki et al.（１９９７）が（現・
厚生労働省の）所得再分配調査のデータを使って分布のあてはまりを調
べた結果では，２パラメータの分布と比較した場合においては，Singh-
Maddala分布の当てはまりが良いことを報告している。近年においても
各務（２０１３）がSingh-Maddala分布を用いて，日本の所得分布のデータ
を分析している。
２．１．２ 第２種のベータ分布B２（b，p，q）
通常のベータ分布（第１種）の密度関数は
f（z）＝ １B（p，q）z
p－１（１－z）q－１ ⑶
という形をしている。次に第２種の形を得るために，Z＝U ／（１＋U）と
変換すると密度関数は，
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f（u）＝ １B（p，q）
up－１
（１＋u）p＋q ⑷
となる。さらに，スケール変換を加えて，U＝（X ／b）とすれば，第２種
のベータ分布にしたがう確率変数Xを得る。パラメータ（b＞０，p＞０，
q＞０）を持つ第２種のベータ分布の密度関数および分布関数は以下の
通りである。
確率密度関数：
f（x）＝ x
p－１
bpB（p，q）［１＋（x／b）］p＋q，x＞０． ⑸
分布関数：
F（x）＝ １B（p，q）∫
（x／b）
０
tp－１
（１＋t）p＋q dt，x＞０． ⑹
なお，Chotikapanich et al.（２００７）は第２種のベータ分布を用いて日
本を含むアジア各国の所得分布を推定していることから，第２種のベー
タ分布は所得分布の推定においては有力な分布であると考えられる。
２．１．３ Dagum分布Da（a，b，p）
このDagum分布Da（a，b，p）は，Singh-Maddala分布と密接な関連
のある分布である。つまり，つまり，Z～SM（a，１／b，p）に対して，
X＝１／Zとすることで，X～Da（a，b，p）が得られる。つまり，⑴よ
りZの分布関数は，
F（z）＝１－［１＋（bz）a］－p， ⑺
となるので，X＝１／Zとすることで，
F（x）＝１－［１＋（bx）
a］－p＝１－［１＋（xb）
－a］－p， ⑻
とDagum分布Da（a，b，p）の分布関数が得られることが分かる。つま
り，パラメータ（a＞０，b＞０，p＞０）をもつDagum分布Da（a，b，
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p）の分布関数，密度関数，分位関数は
分布関数：
F（x）＝［１＋（xb）
－a］－p，x＞０． ⑼
確率密度関数：
f（x）＝
apxap－１
bap［１＋（x／b）a］p＋１，x＞０． ⑽
分位関数：
F－１（u）＝b［u－１／p－１］－１／a． ⑾
となる。
２．１．４ 一般化ガンマ分布GG（a，β，p）
通常のガンマ分布の密度関数は
f（z）＝ １bpΓ（p）x
p－１e－（z／b），z＞０． ⑿
と表わされる。ここでZ＝X aとパワー変換を行い，定数もβ＝b（１／a）と変
換することで，一般化ガンマ分布GG（a，β，p）（a＞０，β＞０，p＞
０．）を得ることができる。その分布関数と密度関数は，
分布関数
F（x）＝ １Γ（p）∫
（x／β）a
０
tp－１e－tdt，x＞０． ⒀
確率密度関数：
f（x）＝ aβapΓ（p）x
ap－１e－（x／β）a，x＞０． ⒁
となる。なお，この分布関数はガンマ関数と不完全ガンマ関数の比に
なっている。また，古くは田口（１９７９）がAmoroso型所得分布として
一般化ガンマ分布の性質を調べている。
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２．２ ４つ以上のパラメータの分布
２．２．１ 第２種の一般化ベータ分布GB２（a，b，p，q）
第２種のベータ分布の節で述べた⑷式の確率密度を持つ確率変数Uに
対して，スケール変換およびパワー変換を加えて，U＝（X ／b）aとすれば，
第２種の一般化ベータ分布にしたがう確率変数Xを得る。このことより，
第２種の一般化ベータ分布GB２（a，b，p，q）は４つのパラメータ（a＞
０，b＞０，p＞０，q＞０）を持ち，a＝１のとき，第２種のベータ分布
GB２（b，p，q）に等しくなることが分かる。よって，第２種の一般化
ベータ分布の密度関数および分布関数は以下の通りになる。
確率密度関数：
f（x）＝ ax
ap－１
bapB（p，q）［１＋（x／b）a］p＋q，x＞０． ⒂
分布関数：
F（x）＝ １B（p，q）∫
（x／b）a
０
tp－１
（１＋t）p＋q dt，x＞０． ⒃
なお，第２種の一般化ベータ分布は，Singh-Maddala分布，第２種の
ベータ分布，Dagum分布を含む有用な関係をもっている。
４つの分布の関係
つまり，これらの４つの分布は以下のような関係にある。
SM（a，b，q）＝GB２（a，b，１，q）
B２（b，p，q）＝GB２（１，b，p，q）
Da（a，b，p）＝GB２（a，b，p，１）．
さらに，McDonald（１９８４）によれば，一般化ガンマ分布と第２種の
一般化ベータ分布（GB２）の間には，
GG（a，β，p）＝ lim
q→∞
GB２（a，b＝q１／aβ，p，q） ⒄
という関係がある。
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２．２．２ 第１種の一般化ベータ分布
第２種のベータ分布から，第２種の一般化ベータ分布を導いたのと同
じようにして，第１種の一般化ベータ分布を求めることができる。第１
種のベータ分布の密度関数⑶に対してZ＝（X ／b）aとスケール変換とパ
ワー変換を施すと，第１種の一般化ベータ分布が得られる。第１種の一
般化ベータ分布の密度関数および分布関数は以下の通りになる。
確率密度関数：
f（x）＝ax
ap－１［１－（x／b）a］q－１
bapB（p，q） ，０＜x＜b． ⒅
分布関数：
F（x）＝（x／b）
ap
pB（p，q）２F１（p，１－q；p＋１；（x／b）
a），０＜x＜b． ⒆
なお，第１種の型をしていることから，密度関数および分布関数から
分かるように，xの上限がbとなっている。したがって，所得分布のよ
うに上側の裾が長い分布に対してはbがかなり大きくないといけないだ
ろう。
２．２．３ 一般化ベータ分布
McDonald and Xu（１９９５）は第２種の一般化ベータ（GB２）分布お
よび第１種の一般化ベータ（GB１）分布を包含する分布として一般化ベー
タ分布GB（a，b，c，p，q）を提案した。その確率密度関数は
f（x）＝
｜a｜xap－１［１－（１－c）（xb）
a］q－１
bapB（p，q）［１＋c（xb）
a］p＋q
，０＜xa＜ b
a
１－c， ⒇
である。ただし，B（p，q）はベータ関数とする。c＝１ならばこの分布
は第２種の一般化ベータ（GB２）分布に帰着する。他方，c＝０ならば，
この分布は第１種の一般化ベータ（GB１）分布になる。つまり，この一
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般化ベータ分布はGB１分布とGB２分布の間をつなぐ分布として考案され
た分布である。GB１分布と同様に分布の上限があり，それはxa＜ b
a
１－c
となっている。
GBの期待値と分布関数はMcDonald and Xu（１９９５）によると以下の
通りである。
GBの期待値：
μ＝EGB（X）＝
bB（p＋１／a，q）
B（p，q） ２F１（p＋１／a，１／a；p＋q＋１／a；c）
21
GBの分布関数：
F（x）＝ １B（p，q）∫
（x／b）a｛１＋c（x／b）a｝
０
tp－１（１－t）q－１dt，x＞０． 22
Figure １：Distribution Tree（McDonald and Xu, １９９５）
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以下に分布間の関係を見るために，McDonald and Xu（１９９５）によ
る分布樹（Distribution Tree）をFigure１に掲げる。このFigure１のBR１２
はSingh-Maddala分布を表し，BR３はDagum分布を示している。
３ ジニ係数
３．１ 各分布のジニ係数
本節では，各分布のジニ係数を記す。ジニ係数は０から１の値をとる
もので，値が大きいほど，不平等度が高いことになる。先に述べた分布
のジニ係数はすでに知られていて，たとえば，Kotz and Kleiber（２００３）
などにまとめられている。ジニ係数は分布関数F（x），密度関数f（x）およ
び期待値μが分かれば以下の式より求めることができる。
G＝－１＋２μ∫
∞
０
yF（y）f（y）dy 23
23の式はMcDonald（１９８４，⒀）から導くことができ，Hajargasht et
al.（２０１２，25）などでもジニ係数の計算に用いられている式である。
これまで掲げた分布のジニ係数は以下のとおりになる。
Singh-Maddala分布：SM（a，b，q）
G＝１－
Γ（q）Γ（２q－１／a）
Γ（q－１／a）Γ（２q） 24
第２種のベータ分布：B２（b，p，q）
G＝
２B（２p，２q－１）
pB２（p，q） 25
Dagum分布：Da（a，b，p）
G＝
Γ（p）Γ（２p＋１／a）
Γ（２p）Γ（p＋１／a）－１ 26
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一般化ガンマ分布：GG（a，β，p）
G＝ １２２p＋１／aB（p，p＋１／a）［（１p）２F１（１，２p＋１／a；p＋１；１２）
－（ １p＋１／a）２F１（１，２p＋１／a；p＋１＋１／a；１２）］ 27
３．２ GB２分布のジニ係数
McDonald（１９８４）が複雑な計算を行って，GB２分布のジニ係数を以
下のように超幾何関数を用いて表す表現を導いた。
G＝
B（２p＋１／a，２q－１／a）
B（p，q）B（p＋１／a，q－１／a）
［１p ３F２（１，p＋q，２p＋１／a；p＋１，２（p＋q）；１）－ １p＋１／a
３F２（１，p＋q，２p＋１／a；p＋１＋１／a，２（p＋q）；１）］． 28
なお，２F１，３F２は超幾何関数であり，
２F１（a１，a２；b１；x）＝
∞
Σ
n＝１
（a１）n（a２）n
（b１）n
xn
n！ 29
３F２（a１，a２，a３；b１，b２；x）＝
∞
Σ
n＝１
（a１）n（a２）n（a３）n
（b１）n（b２）n
xn
n！ 30
となる。
（a）０＝１ 31
（a）n＝
n－１
Π
k＝０
（a＋k） 32
はポッホハマー記号を表している。なお，２F１の超幾何関数は一般的な
ものであるので，プログラム言語Ox６．２１には組み込まれているが，３F２
は組み込まれていない。しかしながら，３F２は超幾何関数の定義に従い，
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級数の和が収束するまで計算するプログラムを作成することで，計算が
可能である。
３．３ GB１のジニ係数
GB２のジニ係数と同様に，McDonald（１９８４）がGB１のジニ係数を以
下のように超幾何関数を用いて表している。
G＝
B（２p＋１／a，q）
B（p，q）B（p＋１／a，q）p（ap＋１）
×４F３（２p＋１／a，p，p＋１／a，１－q；２p＋q＋１／a；p＋１，
p＋１／a＋１；１） 33
なお，４F３は超幾何関数であり，
４F３（a１，a２，a３，a４；b１，b２，b３；x）＝
∞
Σ
n＝１
（a１）n（a２）n（a３）n（a４）n
（b１）n（b２）n（b３）n
xn
n！ 34
である。
３．４ GB分布の分布関数，期待値，ジニ係数
Bu（p，q）＝∫u０tp－１（１－t）q－１dtで定義される不完全ベータ関数Bu（p，
q）を用いて，
Ix（p，q）＝
Bx（p，q）
B（p，q），
の表現を導入する。するとGB分布の累積分布関数（CDF）は，
F（x）＝Iz（p，q），where z＝
（xb）
a
１＋c（xb）
a． 35
と表すことができる。一方，GB分布の期待値μは
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μ＝EGB（X）＝
bB（p＋１／a，q）
B（p，q） ２F１（p＋１／a，１／a；p＋q＋１／a；c）．
36
となることがMcDonald and Xu（１９９５）に与えられている。
しかしながら，GB分布のジニ係数はMcDonald and Xu（１９９５）にお
いても陽表的な形では与えられていない。一般には，分布関数，密度関
数，期待値が分かれば，以下の式でジニ係数を求めることができる。
G＝－１＋２μ∫
∞
０
xF（x）f（x）dx． 37
なお，37は，たとえばMcDonald（１９８４，⒀）から導くことができる。
そこで，⒇，35および36を37に代入し，u＝（x／b）a／｛１＋c（x／b）a｝と変
数変換することで，
G＝－１＋２
∫１０ u
p＋１／a－１（１－cu）－１／a（１－u）q－１Bu（p，q）
B（p，q）B（p＋１／a，q）２F１（p＋１／a，１／a；p＋q＋１／a；c）du，
38
が得られる。ただし，Bu（p，q）は先に定義した不完全ベータ関数である。
したがって，ジニ係数を求めるには以下の二重積分を評価することが
必要になる。
∫１０up＋１／a－１（１－cu）－１／a（１－u）q－１∫
u
０
tp－１（１－t）q－１dt du． 39
ただし，c＝０（GB１）のケースおよびc＝１（GB２）のケースでは，39
の二重積分は超幾何関数を用いて陽表的に求めることができる。たとえ
ば，McDonald（１９８４）によると，c＝１ならばジニ係数は28となり，c＝
０ならばジニ係数は33に帰着する。
しかしながら，０＜c＜１の場合には39を超幾何関数によって陽表的
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に表すことはできなかった。そこで，39の積分は数値積分で求めること
とする。たとえば，Hajargasht et al.（２０１２）は，ジニ係数の超幾何関
数による陽表的な表現が得られているGB２分布および一般化ガンマ分布
に対しても，37をMATLABによって数値積分することを提案している。
なお，39を数値積分する際には，パラメータの値によっては１の近傍
で被積分関数が極めて大きな値をとってしまい，数値積分の値が求めら
れなくなることがある。こうした問題を回避するには，二重指数型積分
公式（Takahasi and Mori１９７４）を使用する必要がある。つまり，被積
分関数をu＝φ（s）＝tanh（π２sinh s）と変数変換した上で数値積分の台形
公式を使えばよい。従来，GB分布の推定例は，McDonald and Xu
（１９９５）およびMcDonald and Ransom（２００８）があるが，いずれもc＝
１とGB分布をGB２分布に帰着させている。したがって，GB分布のジニ
係数を計算する試みは有用と考えている。
４ GB２分布の乱数の生成
GB２の分布の生成は，Kleiber and Kotz（２００３）によって，３つの方
法を解説する。
４．１ 一般化ガンマ分布から生成する方法
GB２（a，１，p，q）に従う確率変数Yを生成する。すなわち，一般
化ガンマ分布にしたがう２つの独立な確率変数X１～GG（a，１，p）お
よびX２～GG（a，１，q）から，
Y＝X１X２
～GB２（a，１，p，q） 40
を作成するか，もしくは，２つのガンマ分布に従う確率変数X１～G（１，
p）およびX２～G（１，q）から，
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Y＝（X１X２）
１／a
～GB２（a，１，p，q） 41
とGB２（a，１，p，q）にしたがう変数Yを作成する。そして，最後に
スケール変換を施して，Z＝bYとすれば，ZはGB２（a，b，p，q）にし
たがうことになる。
４．２ 第１種のベータ分布から生成する方法
Wを第１種のベータ分布B（p，q）にしたがう確率変数としたら，X＝
（W－１－１）－１と変換することで第２種のベータ分布を得ることができる。
このXに対し，次のようにスケール変換とパワー変換を施すことで，
Z＝bX１／a＝b（W－１－１）－
１
a， 42
とGB２（a，b，p，q）にしたがう確率変数Zを得ることができる。
４．３ 混合表現を使う方法
Xが一般化ガンマ分布GG（a，θ，p）にしたがうとして，そのパラメー
タθが逆一般ガンマ分布InvGG（a，b，q）に従うとすれば，Xの周辺分
布がGB２分布になる。そこでこのXをGB２に従う確率変数とするもので
ある。この方法は，McDonald and Butler（１９８７）によるものである。
５ 今後の課題
最後に，今後の課題について述べる。本研究ノートでは推定の問題に
は触れなかったが，GB２分布の推定は個別データでもグループデータで
も最尤推定法が用いられている。グループデータの最尤推定については，
Nishino and Kakamu（２０１１）で尤度関数を与えている。しかしながら，
GB２分布のようにパラメータの数が増えるほど，ある種の識別性の問題
が生じるのではないかと考えている。つまり，パラメータの組み合わせ
として複数が可能になってくるだろうということである。そのために，
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推定が不安定になったり，初期値の選び方が難しくなると考えられる。
これらの問題への一つの対応策として，第２種の一般化ベータ分布など
のパラメータ数の多い分布を用いて，MCMCによるベイズ推定を行う
ことをKakamu and Nishino（２０１４）として研究中である。
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Summary
On the Generalized Beta Distribution of the Second Kind
Haruhisa NISHINO
This note shows various income distributions including Singh-Mad-
dala, Beta of the second kind, Dagum, Generalized Gamma, General-
ized Beta distribution of the second kind and first kind, and General-
ized Beta distribution. It also shows the Gini coefficients of these dis-
tributions including their derivation. Finally it mentions generations of
GB２ random numbers and remaining issues.
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